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1.  Elastieitätstheorien,  welche  nicht  die  Proportionalität  zwischen 
Spannungen  und  Deformationen  voraussetzen. 

Das  Hooke’sche  Gesetz:  „Ut  tensio,  sic  vis“,  d.  h.  das 
Gesetz  der  Proportionalität  der  Spannungen  und  der  damit 
verknüpften  Deformationen  bildet  die  gewöhnliche  Grundlage 
der  Elasticitätstheorie.  Das  Hooke’sche  Gesetz  ist  aber,  wie 
so  viele  physikalische  Gesetze,  nur  als  eine  Annäherung  zu 
betrachten. 

Seine  Genauigkeit  bezweifelte  schon  im  Jahre  1705  Jakob 
Bernoulli1),  indem  er  unter  dem  Titel  „Vöritable  hypothese 
de  la  rdsistance  des  Solides,  avec  la  dömonstration  de  la 
Courbure  des  Corps,  qui  font  ressort“  schrieb:  „Des  fibres 
homogenes  de  meme  longueur  et  largeur,  mais  chargöes  de 
differents  poids,  ne  s’ötendent  ni  se  compriment  pas  propor- 
tionellement ä ces  poids;  mais  l’extension  ou  la  compression 
causöe  par  le  plus  grand  poids,  est  ä l’extension  ou  la  com- 
pression causöe  par  le  plus  petit,  en  moindre  raison  que  ce 
poids-lä  est  ä celui-ci.“ 

Poncelet2)  bemerkte,  dass  sich  die  Beziehung  zwischen 
Dehnung  und  Spannung  bei  vielen  Substanzen  durch  die 
Formel  s = T [a  + bcT)  mit  grosser  Annäherung  darstellen 
lässt;  hierbei  ist  s die  Dehnung,  T die  Spannung,  a,  b , c be- 
zeichnen Constanten,  die  für  die  betreffende  Substanz  indivi- 
duell sind. 

Gerstner3)  machte  Experimente  mit  Clavierdrähten,  aus 
welchen  er  das  Gesetz  T—As  + Bs2,  erschloss;  hierin  sind 
A und  B Constanten. 

1)  Jakob  Bernoulli,  Gesammelte  Werke,  2.  p.  976—989.  Genf 
1744.  Citirt  in  Todhunter  u.  Pearson:  History  of  the  Theory  of  Elasti- 
city  and  of  the  Strength  of  Materials.  Cambridge  1886. 

2)  F.  Poncelet,  Mecanique  industrielle.  Metz  1829.  Citirt  in 
Todhunter  u.  Pearson. 

3)  Fr.  J.  Gerstner,  Handbuch  der  Mechanik.  Prag  1833.  Citirt  in 
Todhunter  u.  Pearson. 
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Eaton  Hodgkinson1)  machte  wichtige  Experimente  über 
die  Elasticität  von  Eisen  und  Stahl.  Er  stellte  das  Gesetz 
T = as  — bs2  auf,  wo  a und  b constant  sind.  Dabei  wurde 
aber  nicht  berücksichtigt,  dass  ein  Teil  der  Dehnung  perma- 
nent bleibt.  Wertheim  hat  die  Arbeit  von  Hodgkinson 
revidirt,  und  die  permanente  Deformation  in  Betracht  ge- 
zogen:-es  ergab  sich,  dass  Schmiedeeisen  dem  Hooke’schen 
Gesetz  fast  genau  folgt,  während  Gusseisen  von  ihm  bedeutend 
abweicht.  Kupffer2)  hat  gleichfalls  gezeigt,  dass  Gusseisen 
dem  H o oke ’ sehen  Gesetz  nicht  folgt.  Diese  Resultate  sind  durch 
die  vorsichtig  ausgeführten  Untersuchungen  von  Kennedy3) 
bestätigt  worden ; dieser  hat  nämlich  gleichfalls  gefunden,  dass 
Schmiedeeisen  dem  Hooke’schen  Gesetze  gehorcht,  während 
Gusseisen  von  ihm  abweicht. 

Zahlreiche  Experimente  über  das  elastische  Verhalten 
anderer  Substanzen  haben  ähnliche  Abweichungen  von  dem 
Proportionalitätsgesetz  erwiesen.  Es  hat  z.  B.  Boileau4)  die 
Abweichung  bei  Kautschuk  beobachtet;  seine  Resultate  sind 
von  Dietzel5)  revidirt  und  unter  Berücksichtigung  der  elasti- 
schen Nachwirkung  corrigirt  worden;  es  ist  ihm  aber  nicht 
gelungen,  sie  in  Einklang  mit  dem  Hooke’schen  Gesetz  zu 
bringen.  Volkmann6)  hat  gezeigt,  dass  sich  verschiedene 
organische  Gewebe  nicht  der  deformirenden  Kraft  proportional 
deformiren.  Amagat7)  hat  die  Compressibilität  von  Wasser 
und  verschiedenen  organischen  Flüssigkeiten  untersucht  und 
gefunden,  dass  der,  Compressibilitätscoefficient  bei  steigendem 


1)  Eaton  Hodgkinson,  Report  of  the  Committee  appointed  to 
enquire  into  the  Application  of  Iron  to  Railway  Structures.  p.  47 — 67. 
London  1849. 

• 2)  Kupffer,  Compt.  rend.  annuel,  Annee  1853  (St.  Petersbourg  1854). 

3)  A.  B.  W.  Kennedy,  Todhunter  and  Pearson.  p.  891—893. 

4)  P.  Boileau,  Compt.  rend.  42.  p.  933 — 937.  1856. 

5)  R.  Dietzel,  Polytechnisches  Centralblatt.  Jahrgang  1857.  p.  689 
bis  694. 

6)  A.  W.  Volkmann,  Archiv  für  Anatomie,  Physiologie,  etc.  heraus- 
gegeben von  C.  B.  Reichert  und  E.  du  Bois-Reymond  1.  p.  293 — 313. 
1859. 

7)  E.  H.  Amagat,  Ann.  d.  chim.  (6)  29.  p.  68 — 136,  505 — 576. 
Journ.  de  phys.  (3)  2.  p.  449—459.  1893. 


Drucke  abnimmt.  Dies  haben  auch  Colladon  und  Sturm1), 
sowie  Tait2)  für  Aether  gefunden.  G.  S.  Meyer3)  hat  für  die 
Verlängerung  eines  Aluminiumdrahtes  das  Gesetz  >1  = 62,863 p 
+ 14,312  p2  gefunden,  wo  l die  Verlängerung,/»  die  Spannung 
ist.  Mehmke4)  hat  Eisen,  Cement,  Beton,  Granit,  Kupfer 
und  Leder  untersucht  und  behauptet,  dass  sich  ihr  elastisches 
Verhalten  besser  durch  ein  Gesetz  von  der  Form  z = uGm, 
wie  durch  eines  von  der  Form  e — aa  — ßG2  darstellen  lässt. 
Hier  ist  « die  Deformation,  g die  zugehörige  Spannung. 

J.  0.  Thomson5)  hat  die  Abhängigkeit  der  Längsdehnung 
von  der  schon  vorhandenen  Längsdeformation  bei  langen  Drähten 
sehr  genau  untersucht  und  beträchtliche  Abweichungen  von 
dem  Hooke’ sehen  Gesetz  gefunden,;  die  Dehnung  folgte  dem 
empirischen  Gesetze  X '=  AP  PP2  CP3.  Voigt6)  hat  aber 
bei  seinen  sorgfältig  ausgeführten  Bestimmungen  der  Elastici- 
tätsconstanten  von  Krystallstäben  durch  Biegung  und  Drillung 
keine  merklichen  Abweichungen  von  dem  Proportionalitätsgesetz 
wahrnehmen  können,  obwohl  er  gelegentlich  nahezu  bis  zur 
Festigkeitsgrenze  belastete.  Um  den  scheinbaren  Widerspruch 
zwischen  diesen  Beobachtungen  und  den  Thomson' sehen  zu 
erklären,  hat  Voigt7)  die  Theorie  der  betreffenden  Vorgänge 
mit  Hülfe  eines  erweiterten  elastischen  Potentiales  entwickelt. 
Dabei  hat  sich  gezeigt,  dass  der  Einfluss  der  nicht  genauen 
Gültigkeit  des  gewöhnlichen  elastischen  Potentiales  bei  Längs- 
dehnung in  einem  Gliede  erster , bei  Biegung  und  Drillung 
aber  erst  in  einem  Gliede  zweiter  Ordnung  auftritt,  und  so- 
mit bei  den  letzteren  Vorgängen  noch  unter  Umständen  ver- 
schwindet, wo  er  bei  ersteren  sehr  merklich  ist. 

Um  das  erweiterte  Potential  aufzustellen,  nimmt  Voigt  den 
Satz  zu  Hülfe,  wonach  jede  ganze  rationale  Function  der  sechs 
Deformationsgrössen  xx,  yy , zz1  yz , zx , xy1  welche  vom  Coordinaten- 

1)  Colladon  und  Sturm,'  Ann.  d.  chim.  36,  p.  113—159,  225 
bis  257.  1827. 

2)  P.  G.  Tait,  Roy.  Soc.  Proc.  12.  p.  223—224.  1884. 

3)  G.  S.  Meyer,  Wied.  Ann.  59.  p.  668—670.  1896. 

4)  R.  Mehmke,  Ztschr.  f.  Mathematik  42.  p.  327—338.  1897. 

5)  J.  0.  Thomson,  Wied.  Ann.  44.  p.  555.  1891. 

6)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  52.  p.  536.  1894. 

7)  W.  V oigt,  1.  c. 
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System  unabhängig  ist,  diese  Grössen  nur  in  den  drei  Com- 
binationen 

( 8 = x*  + yv  + z* 

(1)  i v = ^ - i(ya2  + zx2  + * y*) 

^ = xx2/yZ,+  i Vz  ZxXy  ¥ K&*  + ^ Zx  + Z . */) 

enthalten  kann.  Das  elastische  Potential  .F  für  einen  isotropen 
Körper  muss  aber  vom  Coordinatensystem  unabhängig  sein; 
es  darf  also  die  Deformationsgrössen  nur  in  den  Combinationen 
8,r],£  enthalten.  Wenn  man  nur  Glieder  zweiter  Ordnung 
berücksichtigt,  so  hat  man  das  gewöhnliche  elastische  Potential 
mit  zwei  Constanten  cv  c2,  nämlich  indem  man  S2—2rj  = & setzt, 

(2)  2 F=ClS*  + ct&. 

Zieht  man  aber  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  Betracht, 
so  muss  das  entstehende  Potential  die  Form 

(3)  2 F = Cj  S2  + c2  & + f c\  S3  + c2  &8+  2c's£ 

haben.  Hier  sind  c\,c'2tc's  neue  elastische  Constanten. 

Auch  Jos.  Finger1 *)  hat  ein  erweitertes  Potential  auf- 
gestellt, bei  welchem  Glieder  dritter  Ordnung  berücksichtigt 
werden;  dasselbe  lautet  unter  Weglassung  eines  nur  constante 
Drucke  ergebenden  Gliedes: 

f = iC 1 (^  + \ + y2+A  K + KK  + K \ — t*XVX  — Py  Vy  — Pz  Vz) 

+ 2 A [V  + y + y + * (y  + y + O]  + A'  (K  + *,  + KT 

” 2 B2  [—  (ly  + /LJ  (Xz  + /LJ,(\,  + /LJ  + \ix  ny  \iz  + vx  vy  vz 
+ f*x  Vx  + K)  + Py  Vy  (K  + K)  + ^z  Vz  (K  + y] 

+ (K  + K + K)  (K  K + K K-  + K K ~ vx  ~ py  vy  ~ vz) 

+ Al  (K  ex2  + K £y2  + K £z2  ~ £x  Sy  £z  ~ 4 K \ K) 

+ Ai  \iK  + K)  £x  + (K  + K)  £y2  + (K  + y £z2 
+ £x  £y  ez  ~ 4 (K  + K)  (K  + K)  (K  + \)  ] • 


1)  J.  Finger,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien  103. 

Abt.  II  a.  p.  163.  1894. 
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Hierin  ist 
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dx 
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ii 
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8w 
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Vx  = 

8 % ’ 

vv 

” dz9 

vz  = 

werden  : 

mit  u , 

v,  w 

die  Verrückungen  parallel 

(5) 


und  es 
Coordinatenaxen  bezeichnet. 

In  dem  Voigt’schen  Potential  giebt  es  fünf  Constanten 
c,  c2,  cf,  cf,  c3';  das  Finger ’sche  aber  enthält  deren  sechs , 
nämlich  Ax,  Af,  A21,  B2,  B21,  Cv  Die  beiden  Potentiale  be- 
sitzen also  einen  wesentlichen  Unterschied  und  können  nicht 
in  Uebereinstimmung  gebracht  werden. 

Der  Unterschied  rührt  daher,  dass  Finger  ein  all- 
gemeineres Problem  in  Angriff  genommen  hat.  Voigt  ging 
von  der  Annahme  aus,  dass  die  Deformationsgrössen  gegen 
Eins  vernachlässigt  werden  dürfen.  Sein  Potential  ist  gleich 
(6)  — / {Xx dxx  -f  Yy  dyy  + Zz  dzz  + Yz  dyz  + Zxdzx  + Xydxy), 
und  die  Spannungscomponenten  sind 

8 F Tr  8 F 


(?) 


X = - 


r = _ 

8xx  y dyy 


etc. 


Finger  vernachlässigt  aber  die  Deformationsgrössen  nicht 
neben  Eins,  und  damit  hängt  zusammen,  dass  bei  ihm 


8 w 8 v 

8y  ^a3,  dz 


etc. 

X 


einzeln,  und  nicht  nur  in  den  Verbindungen  yz,  zx,  xy,  wie  bei 
dem  Voigt’schen  Potential  auftreten.  Das  Finger’sche  Poten- 
tial f ist  gleich 


(8)  { 
wobei 

(9) 


f [JjxdK  + NzdVz  + Myd!xy+  MzdPz  + Lyd\  + NxdVx 

+ Ny  dvy  + Mx  dfix  + Lz  d J.J , 

( Lr,  = KXx  + mz  Xy  + n-J  X‘ ’ 

| Nz==nzXx  + ly  Xy  + mx  X,  ) 
l My  = myXx  + nxXv  + lzXz\ 
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(10) 


(11) 


ist.  Tn  den  letzten  Formeln  sind  durch  lx,  mz,  ny  . . . die  den 
einzelnen  Gliedern  1 + Xx,  pcz , 'vy  . . . adjungirten  Unterdeter- 
minanten der  Determinante 


bezeichnet.  Die  Spannungscomponenten  werden  nach  (8),  (9) 
bis  (11)  und  (12)  durch  die  Formeln  angegeben 


Das  Potential  f soll  Glieder  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung enthalten  und  soll  für  isotrope  Körper  gültig  sein.  Es 
muss  sich  also  schreiben  als  die  Summe  aller  Combinationen 
der  neun  Deformationsgrössen  zweiter  und  dritter  Ordnung,  jede 
Combination  mit  einer  Constante  multiplicirt.  Die  Constante 
wird  aber  dieselbe  sein  für  diejenigen  Combinationen,  die  bei 
cyklischer  Permutation  der  Axen  ineinander  übergeben.  Das 
Potential  ergiebt  sich  also  zunächst  als  ein  x\usdruck  mit 
51  Constanten.  Durch  die  Beziehungen  Tz  = Zy,  Zx  = Xz, 
X = F reducirt  sich  die  Anzahl  der  Constanten  auf  12.  Durch 

y x 

Rotafion  des  Coordinatensystems  reducirt  sie  sich  ferner  auf  6, 
und  wir  bekommen  den  Ausdruck  (4). 


(12) 


1 t 

D = vz,  1 + - 

l*y> 
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Wenn  man  schliesslich  noch  die  Deformationsgrössen  gegen 
Eins  vernachlässigt,  so  erhält  man  ein  Resultat,  das  mit  dem 
Voigt’schen  Potential  übereinstimmt. 

Die  Voigt’sche  Annahme,  dass  die  Deformationsgrössen 
gegen  Eins  vernachlässigt  werden  dürfen,  steht  an  sich  nicht 
in  Widerspruch  mit  der  Annahme,  dass  die  Spannungen  durch 
Functionen  erster  und  zweiter  Ordnung  von  denselben  ab- 
hängen.  Die  Deformationsgrössen  kommen  nämlich  in  den  Aus- 
drücken für  die  Spannungen  gesondert  vor  und  nicht  in  Ver- 
bindung mit  Gliedern  von  der  Grössenordnung  von  Eins;  es 
ist  also  möglich,  dass  die  Coefficienten  der  quadratischen 
Glieder,  wenn  sie  gross  sind,  einen  merklichen  Einfluss  auf 
die  Spannungen  haben. 

Um  dies  hervortreten  zu  lassen,  hat  Voigt1)  aus  den  auf 
Messing  bezüglichen  Beobachtungsreihen  der  Thomson’schen2) 
Dehnungsbeobachtungen,  die  übrigens  denen  für  andere  Sub- 
stanzen völlig  gleichwertig  sind,  einige  Resultate  zusammen- 
gestellt. „Die  erste  Columne  enthält  die  angewandten  Be- 
lastungen, die  zweite  die  Mittelwerte  der  beobachteten  Deh- 
nungen, die  dritte  die  Differenzen  der  aufeinander  folgenden 
Werte  der  letzteren,  d.  h.  also  die  bei  den  verschiedenen  Anfangs- 
belastungen bei  0,2  kg  Uebergewicht  eintretenden  Dehnungen. 


0,2  kg 

7,111  mm 

7,111  mm 

0,4 

14,269 

7,158 

0,6 

21,489 

7,220 

0,8 

28,772 

7,283 

1,0 

36,124 

7,352 

Beachtet  man,  dass  die  Gesamtlänge  des  benutzten  Drahtes 
22  700  mm  war,  so  erkennt  man,  dass  bei  den  vorstehenden 
Beobachtungen  die  Abweichungen  von  der  Proportionalität 
um  das  Vielfache  grösser  waren,  als  die  Beträge  der  Dilata- 
tionen , woraus  die  Berechtigung  der  von  mir  gewählten 
Fragestellung  offenbar  folgt.“ 

Bei  den  später  zu  besprechenden  Beobachtungen  handelt  es 
sich  meist  um  so  grosse  Deformationen  und  so  bedeutende  Ge- 

1)  Einige  Bemerkungen  zu  Hrn.  Jos.  Finger’s  Abhandlung  „Das 
Potential  der  inneren  Kräfte  etc.“:  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch, 
zu  Wien  103.  Abt.  II  a.  1894. 

2)  J.  0.  Thomson,  Wied.  Ann.  44.  p.  555.  1891, 
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nauigkeiten,  dass  die  Deformationsgrössen  nicht  neben  Eins 
vernachlässigt  werden  können. 

2.  Kleine  Deformationen  von  bereits  stark  deformirten  Körpern. 

Wenn  ein  isotroper  Körper  eine  starke  homogene  De- 
formation erleidet,  so  bleibt  er  im  allgemeinen  nicht  mehr  in 
verschiedenen  Richtungen  physikalisch  gleichwertig.  Sein  elasti- 
sches Verhalten  bei  einer  weiteren,  kleinen  Deformation  wird 
sonach  das  eines  homogenen  Krystalles  sein,  für  den  man  die 
Beziehungen  zwischen  Spannungen  und  Deformationen  bekannt- 
lich schreibt: 


C11  < + C12  Vy  + C13  < + C14  Vz  + C15  K + C16  Xy 
C21<  + C22Vy  + * ‘ * 


Hier  beziehen  sich  die  Xx1  . . . und  xx,  . . . nur  auf  die  kleine 
Deformation  und  nicht  auf  die  primäre;  die  cn  . . . c66  sind 
in  Rücksicht  auf  sie  Constanten,  die  der  Bedingung 
(15)  ch1c  = ckh 

genügen  müssen.  Ihre  Werte  lassen  sich  leicht  bestimmen. 
Jede  Constante  chk  ist  nämlich  nach  (14)  das  Verhältnis  des 
Zuwachses  einer  Spannungscomponente  zu  dem  entsprechenden 
Zuwachs  einer  Deformationsgrösse.  Sie  bestimmt  sich  also 
als  der  Differentialquotient  der  betreffenden  Spannungscompo- 
nente nach  der  betreffenden  Deformationsgrösse,  während  nach 
(7)  die  Spannungscomponente  ihrerseits  durch  einen  Differential- 
quotienten des  Potentiales  F nach  einer  Deformationsgrösse 
gegeben  ist.  Es  ergiebt  sich  z.  B.  aus  (3) 


d2  F 

11  ~ dxx°dxx 
d2F 


Cii  — . . . o = cx  + C2  -f  (2  c/  + C2')  S°  + 2 C2'  xx°, 

C1  + (2  Cl  + C2')  - ( C2  - C3)  *x°’ 


c23  d yy°  d Zz° 


d2F 


(16)- 


c44  — d yz°  d yzQ  “ 2 (c2  + c2  c3  Xx°)> 


d2F 


C4i  “ d xx°  d y2°  “ 2 (c2  Vz  1 


_ d2F 

c42-c43-  dyy°dyz» 


1 r ' „ 0 
2c2  yz  t 


C63  = - 


d2F 


°3  0 


d *z°  d % 


T = -f-y 


4 ’ 
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wenn  die  der  primären  Deformation  zugehörenden  Grössen  mit 
dem  Index  0 ausgezeichnet  werden. 

Die  Formeln  (16)  geben  also  die  Abhängigkeit  der  Elasti- 
citätsconstanten  von  der  Deformation.  Fallen  die  Coordi- 
natenaxen  mit  den  Dilatationsaxen  der  primären  Deformation 
zusammen,  so  ist  c41  = 0,  c42  = c43  = 0,  c53  = 0.  Setzen  wir 
die  primäre  Deformation  gleich  Null,  so  reduciren  sich  die 
cn  . . . nach  (16)  auf  die  gewöhnlichen  Elasticitätsconstanten 
für  einen  isotropen  Körper  bei  unendlich  kleiner  Deformation. 

Formeln  von  der  Form  (14)  können  auch  nach  dem 
Finger’schen  Potential  aufgestellt  werden.  Die  Behandlung 
des  allgemeinen  Falles  ist  etwas  complicirt;  da  sie  für  den 
Zweck  dieser  Arbeit  nicht  nötig  ist,  so  wird  es  genügen,  nur 
den  speciellen  Fall  einer  homogenen  primären  Deformation 
mit  verschwindenden  [ix°,  fiy° , fiz°,  v£,  vy°,  vz  zu  betrachten, 
der  dem  oben  erwähnten  Fall  eines  speciellen  Coordinaten- 
systems  entspricht. 

Finger  giebt  folgende  Formeln  für  die  Spannungen  auf 
der  Flächeneinheit  nach  der  Deformation  an: 


(17) 


^«42^  + Ox  (K  + \ + K) 

- 4 iy  <k  [K  + Iy  + y 2 + 2 b2  4-  K)2  + *z2  + ^2] 

+ C1  K + K K + K \ — V x Vx  — !lyvy  “ Vz  Vz) 


11- 

/>*  + 

y 2 

\ 2 ) j 

V + l 

+ 

('•  js)i 

Yz  = 2B2^X+Vx)  + 2B2l^zVy-(K  + K)^x-  VAh+  y1 


- 4 A 


21 


+ 4 B. 
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ßy  + Vy  ßz  + Vz  __  j ßx  + Vx 
2 . 2 * 2 
ßz  4*  VZ  ßl / 4"  Vy 


+ + K)~iv- 


Aus  diesen  Ausdrücken  kann  man  Constanten  ableiten,  die 
denjenigen  der  Formeln  (16)  entsprechen.  Es  ergiebt  sich 
nämlich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  über  die  primäre 
Deformation : 
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(18) 


e«  -4  B,  + C1  + 2 (3  A,’ - 4 B2l)(XJ>  + y + V) 

+ c1(i;  + y + 8if!1iI», 
c23  = <\  + 2 (3  y-  4 i?21)(y  + y + V) 

+ 4 iyy  + y)  + C,  a;  + y)  - 4yy, 
c44  = 2 i?2  - 2 b2  (2  v + y + y)  + 2 y y 
+ 2i?21  (y + yy 

C i 1 = ^ > C42  = C43  “ C53  ~ 


Wenn  die  primäre  Deformation  gleich  Null  ist,  so  werden 
die  c11  . . . gleich  den  gewöhnlichen  Elasticitätsconstanten  für 
einen  isotropen  Körper  bei  verschwindend  kleiner  Deformation. 


3.  Abhängigkeit  des  Parameters  der  Torsionselasticität  eines 
Cylinders  von  einer  Längsspannung. 

Wir  wenden  diese  Betrachtungsweise  auf  den  besonderen 
Fall  an,  dass  der  Körper  ein  Kreiscylinder,  die  primäre  De- 
formation eine  Dehnung  parallel  seiner  Axe  und  die  kleine 
dazu  kommende  Deformation  eine  Torsion  um  diese  Axe  ist. 
Die  Cylinderaxe  werde  zur  ^"-Coordinatenaxe  gewählt.  Die 
Constante  m der  Torsionselasticität  oder,  präciser  ausgedrückt, 
der  specifische  Torsionswiderstand  ist  der  Parameter  cM  = c55 
der  Formeln  (16)  oder  (18).  Sie  ist  also  nach  Voigt 

(19)  ™ = i(c2+'yao-yy) 

oder  nach  Finger,  wenn  wir  der  Uebereinstimmung  wegen 
die  Bezeichnungen 


ein  führen  und 
(20)  4£2  = ä2, 
setzen : 


v + y..+ v-*0 

4 (-#21  " ^2)  ==  4 (B2  + i>21  — A21)  = — 


(21)  ^ = i(Ä2  + V*°-  VO- 

Wenn  keine  Dehnung  vorhanden  ist,  so  ist  die  Constante  m 
einfach  gleich  -|-c2  oder  gleich  2 P2  =1^2* 

Es  lässt  sich  nun  die  Beziehung  zwischen  der  dehnenden 
Kraft  P und  den  Deformationsgrössen  nach  dem  erweiterten 
Potential  bestimmen.  Es  ist  nämlich,  wenn  man 
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**°  = K°  = a + 1>  V = V = h + m < z*°  = K°  = c+n 

setzt,  nach  Voigt: 

(22)  a = b = - 


P*x 


(23) 


l = m = 


(3  C!  + C2)  ^2 
P2 


c = p(2g!  + 0g) 

(3  + c2)  c2  ’ 


(3  4-  c2)3  cp 


[“Cl'C2  -iC2,C2 


n — — 


+ c3-(Sc+in^c2  + c1c/)] 

pt 


r [K'  C22  + I c-i  (6  C1  2 + 4 C1  C2  + C22)!  C2 


(3  cx  + e2)3  c28 
+ 3 c3'  cx2(2  cx  + ca)], 

oder  nach  Finger,  wenn  man 

(24)  S Aj'  — 4 P21  — k’ 

setzt, 


(25)  a — h — — 
l — m — 


PK 


(26) 


K (3  K + K)  ’ 
P2 


c = 


P{%K  + *,) 

(3  4*  &2)  /f2 


/,3(3^^[-i(V+5VU5W-3M18) 

- + + V)-Ä'VL 


- p2 

K»{zkx+h? 


[k2 * + 5 kY  k2 3 + 4 ky 2 £2 : 3 - 6 ky 3 Äj 


+ Ä2'(9  V*2  + 6 Ä,  V + V)  - 8 V V & + 2 Aj)  - K V]. 


Führen  wir  diese  Werte  in  (19)  und  (20)  ein,  so  erhalten 
wir  m als  eine  Function  zweiten  Grades  der  Spannung  P,  die 
wir  schreiben : 

(27)  m — a ß P 4-  y P2. 

Hier  haben  die  Constanten  ß,  y nach  Voigt  die  Werte 

v — \ c ß — \ C2  C2  + C1  G* 

2 a’’  ' 1 2 (3  0,  + f,)  r,  ’ 

r[c2'S-3ci'c23-c2'c2(fc2a+  60^+9  cx*) 


(28) 


y = 


2 (3  Cj  + c2)3  e2 


+ c3  Cj  c2  (3  Cj  +3  c2)|  c3  { Cj  c23  2 ~2  ^2 


c„  c„ 


+ Cg  (3  cx3  + 2 c^  c2  + cx  C22)}]. 
Nach  Finger  bekommen  sie  die  Werte 
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Bei  der  Ableitung  des  Voigt’schen  Potentiales  wurden 
gegen  Eins  vernachlässigbare  Deformationsgrössen  vorausgesetzt, 
bei  dem  Finger’schen  aber  nicht.  Beide  Potentiale  geben 
die  Abhängigkeit  des  Torsions  Widerstandes  von  der  longi- 
tudinalen Spannung  als  eine  Function  von  der  Form 


aber  ihre  Constanten  haben  verschiedene  Bedeutung.  Wir 
schreiben  demgemäss  die  folgenden  zwei  Formeln: 


4.  Bisher  gemachte  experimentelle  Untersuchungen  über  die 
Abhängigkeit  des  Torsionswiderstandes  von  der  Spannung. 

Es  ist  zuerst  von  Lord  Kelvin1)  vorgeschlagen  worden, 
die  Abhängigkeit  der  Torsionselasticität  von  der  Längsdehnung 
experimentell  zu  untersuchen.  Später  haben  Cantone  und 
Michelucci2)  Experimente  über  diesen  Gegenstand  ausgeführt. 
Sie  haben  Drähte  aus  Eisen,  Kupfer,  Messing,  Nickel  und 
Silber  untersucht  und  sind  folgendermaassen  verfahren:  der 
Draht  wurde  vertical  aufgehängt  und  mittels  einer  auf  ihm 
befestigten  Welle  durch  Gewichte  tordirt.  Dann  wurde  er 
wiederholt  belastet  und  entlastet  durch  eine  Vorrichtung,  die 
einen  verticalen  Zug  hervorbrachte , und  die  Aenderung  des 
Torsionswinkels  bei  verschiedenen  Anfangstorsionen  gemessen. 
Bei  den  meisten  Substanzen  nahm  der  Torsionswinkel  mit 
wachsender  Belastung  zu,  was  eine  Abnahme  des  Torsions- 


1)  Lord  Kelvin,  Art.  „Elasticity“,  Encyclopedia  Brittanica. 

2)  M.  Cantone  u.  E.  Michelucci,  Rend.  Line.  (5)  6.  p.  191  big 
198.  1897, 


« + /9P+/P2, 


(30) 

(31) 


mv  = cc  + ßvP+rvP*, 
mf  = a + ßfP  + yfP 2. 
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Widerstandes  bedeutet;  Nickel  zeigte  aber  ein  umgekehrtes 
Verhalten. 

Nach  Vorschlag  desHrn.  Professor  Voigt  habe  ich  es  unter- 
nommen, denselben  Gegenstand  ausführlicher  zu  untersuchen, 
und  zwar  nach  einer  von  ihm  angegebenen  Methode. 

Der  Grundgedanke  dieser  Methode  ist  die  Vergleichung 
der  Schwingungen  einer  an  einen  Draht  befestigten  und  durch 
dessen  Torsion  bewegten  trägen  Masse  mit  einem  und  dem- 
selben Fadenpendel  nach  dem  Coinqidenzverfahren,  wenn  ab- 
wechselnd der  Draht  gedehnt  und  frei  gelassen  war. 


5.  Versuchsanordmmg. 

Zur  Durchführung  dieser  Methode  wurde  folgende  Anord- 
nung benutzt  (Fig.  1).  Ein  ungefähr  8 m langer  Draht  wurde  mit 
seinem  oberen  Ende  unter  der  Decke  des 
Beobachtungsraumes  in  einer  Klemme  a be- 
festigt; mit  seinem  unteren  Ende  wurde  er 
in  dem  Ende  eines  um  eine  horizontale 
Axe  b'  drehbaren  Hebels  b'  eingeklemmt. 

Der  Hebelarm  war  ungefähr  8 cm  lang. 

Das  untere  Ende  des  Drahtes  konnte  aber 
keine  Drehungen  ausführen;  eine  Dehnung 
des  Drahtes  durch  Anbringung  von  Ge- 
wichten w wurde  jedoch  nicht  verhindert. 

Bei  der  oberen  Klemme  a habe  ich  be- 
sonders darauf  geachtet,  dass  der  Befesti- 
gungspunkt wirklich  constant  blieb,  wenn 
sich  der  Draht  bei  der  Belastung  zusammen- 
zog. Ich  habe  auch  untersucht,  ob  sich  die 
Klemme  a bei  der  Belastung  nach  unten 
bewegt,  habe  aber  keine  Bewegung  wahr- 
nehmen können 

Genau  in  der  Mitte  des  Drahtes  wurde 
eine  Messingscheibe  c,  deren  Durchmesser 
17,7  cm  betrug,  festgeklemmt.  Für  ver- 
schieden dicke  Drähte  war  es  natürlich 
notwendig,  verschieden  schwere  Scheiben 
zu  benutzen;  für  meine  dünnsten  Drähte 
habe  ich  eine  0,7  cm  dicke  Scheibe,  für 


16 


dickere  Drähte  eine  1,5  cm  dicke  und  für  die  dicksten  die 
beiden  Scheiben  zusammen  benutzt. 


Auf  dem  Rande  jeder  Scheibe  war  eine  Teilung  in  66  Teile 
angebracht,  damit  bei  den  Schwingungen  die  Amplituden  ab- 
gelesen werden  konnten. 

Die  Scheibe  machte  Torsionsschwingungen.  Um  die  Aende- 
rung  der  Schwingungsdauer  zu  bestimmen,  sollte  dieselbe  nach 
der  Coincidenzmethode  mit  derjenigen  eines  Fadenpendels  ver- 
glichen werden. 


Es  sei  S die  Periode  der  Scheibe,  ^diejenige  des  Pendels. 
Wenn  [i  Scheibenschwingungen  in  genau  derselben  Zeit  wie  v 
Pendelschwingungen  stattfänden,  so  würde  fiS  = vT  sein. 

Wenn  dies  nicht  genau  stattfindet  und  zu 
einem  gewissen  Zeitpunkt  beide  Schwingungen 
merklich  dieselbe  Phase  haben,  so  werden  nach 
dem  Intervall  n S die  Phasen  etwas  mehr  diffe- 
riren,  als  im  Ausgangspunkt ; diese  Phasendiffe- 
renz wird  in  jedem  [iS  wachsen  und  schliesslich 
merklich  2 n erreichen.  Ein  Phasenunterschied 
von  2 % bedeutet  aber,  dass  das  Pendel  eine 
ganze  Schwingung  mehr  oder  weniger  ausgeführt 
hat,  wie  die  Scheibe.  Wenn  die  Scheibe  bis  dahin  h Schwin- 
gungen gemacht  hat,  so  gilt 


+ 


Fi g.  2. 


(32)  {hv  ±l)T=  fjihS. 

Sind  h,  n,  v und  T bekannt,  so  ist  8 leicht  zu  ermitteln. 
Um  diese  Grösse  zu  bestimmen,  muss  man  ein  Mittel  haben, 
die  Phasen  der  Scheibe  und  des  Pendels  zu  vergleichen.  Zu 
diesem  Zwecke  wurden  folgende  Einrichtungen  getroffen: 

Am  Rande  der  Scheibe  wurde  ein  1 cm  hohes,  recht- 
winkelig gebogenes  Stück  Blech  d (Fig,  2)  senkrecht  aufgestellt. 
Seine  beiden  Schenkel  schlossen  gleiche  Winkel  mit  dem  Radius 
der  Scheibe  ein,  sodass  der  durch  sie  verursachte  Luftwider- 
stand bei  einer  Torsionsschwingung  der  Scheibe  in  dem  einen 
Sinn  der  gleiche  war,  wie  bei  einer  Torsionsschwingung  in  dem 
anderen  Sinn.  Die  eine  Seite  des  Blechstückes  wurde  weiss 
gefärbt  und  von  dem  durch  eine  Linse  concentrirten  Licht 
eines  gewöhnlichen  Gasbrenners  stark  beleuchtet;  die  andere 
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Seite  wurde  geschwärzt.  Das  ganze  Blechstück  war  längs  des 
Randes  der  Scheibe  verschiebbar,  sodass  es  leicht  beliebig  ge- 
stellt werden  konnte. 

Das  Fadenpendel  war  unter  der  Zimmerdecke  so  befestigt, 
dass  der  Faden  im  Ruhezustände  ganz  nahe  bei  der  Scheibe 
hing.  In  der  Höhe  des  Blechwinkels  trug  der  Faden  einen  un- 
gefähr 1,0  cm  langen  schwarzen  Cylinder  f (Fig.  1)  von  solchem 
Durchmesser,  dass  er  die  weisse  Seite  des  Blechstückes  genau 
deckte,  wenn  man  ihn  in  der  Richtung  einer  durch  den  Draht 
und  den  Pendelfaden  gezogenen  Linie  ansah.  Zwischen  der 
Scheibe  und  dem  Faden  befand  sich  ein  schwarzer  Schirm  g 
mit  einem  viereckigen  Loch,  dessen  Breite  genau  so  gross  wie 
der  Durchmesser  des  Cylinders  war.  Wenn  alles  richtig  auf- 
gestellt war,  und  die  Scheibe  und  das  Pendel  ruhten,  so  waren 
die  Centra  des  Drahtes,  des  weissen  Blechstückes,  des  Loches 
und  des  Cylindes  in  derselben  geraden  Linie.  Ein  Beobach- 
tungsfernrohr wurde  in  der  Entfernung  von  ungefähr  3 m in 
dieser  Linie  aufgestellt,  und  die  Coincidenzen  bei  schwingendem 
Pendel  und  Scheibe  wurden  durch  dasselbe  beobachtet. 

Die  Länge  des  Pendels  wurde  so  eingerichtet,  dass  eine 
Coincidenz  ungefähr  alle  2x/2  Minuten  vorkam.  Das  Pendel- 
gewicht war  eine  Linse  aus  Blei,  deren  Dicke  in  der  Mitte 
2,0  cm,  deren  Durchmesser  5,5  cm  und  deren  Gewicht  260  g 
betrug.  Der  Faden  war  ein  dünner  Stahldraht.  Das  Pendel 
verlor  seine  Bewegung  sehr  langsam ; die  Amplitude  nahm 
während  einer  Reihe  von  Beobachtungen  nur  wenig  ab,  und  da 
sie  niemals  mehr  als  l1^0  betrug,  so  konnte  man  die  Periode 
als  absolut  constant  betrachten.  Die  Abhängigkeit  der  Periode 
von  der  Amplitude  ist  nämlich  durch  die  bekannte  Formel 

^=2,o(l+TBi,1*T+  •••) 

angegeben;  und  der  Wert  von 

i T0  sin2  <[)-  für  = 1 0 

ist  ungefähr  0,00001  T0,  was  innerhalb  der  Fehlergrenze  meiner 
Beobachtungen  liegt. 

Die  Schwingungsdauer  der  Scheibe  hing  bei  den  meisten 
Drähten  beträchtlich  von  ihrer  Amplitude  ab. 
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Durch  sorgfältig  ausgeführte  lange  Reihen  von  Beob- 
achtungen habe  ich  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  aufgesucht 
und  gefunden,  dass  das  Zeitintervall  zwischen  zwei  aufein- 
ander folgenden  Coincidenzen  mit  sehr  grosser  Annäherung 
linear  von  der  Amplitude  abhängt.  Dies  gilt  bis  etwa  50°; 
ich  habe  aber  gewöhnlich  Amplituden  von  10  — 20°,  niemals 
von  mehr  als  35°  benutzt. 

Die  Temperatur  wurde  durch  Thermometer  am  oberen 
Ende,  in  der  Mitte,  und  am  unteren  Ende  des  Drahtes  beob- 
achtet und  ziemlich  constant  erhalten  dadurch,  dass  man  eine 
in  ein  kühleres  Zimmer  führende  Thür  mehr  oder  weniger  weit 
öffnete.  Plötzliche  Luftströmungen  wurden  vorsichtig  vermieden. 

6.  Behandlung  der  Drähte. 

Jeder  Draht  wurde  sogleich,  nachdem  er  oben  eingeklemmt 
war,  unter  der  grössten  sicheren  Belastung  durch  Erhitzen 
zur  Rotglut  mit  einem  Bunsenbrenner  zweimal  ausgeglüht. 
Dann  wurde  er  mit  einem  etwas  grösseren  Gewicht  belastet, 
als  die  grösste  Belastung  in  den  folgenden  Beobachtungen  be- 
tragen sollte.  Unter  dieser  Belastung  hing  er  ein  bis  zwei 
Tage  ganz  frei;  dann  wurde  er  unten  festgeklemmt  und  mit 
den  Beobachtungen  begonnen. 

7.  Beobachtungsmethode. 

Für  die  Methode  der  Coincidenzen  gilt  nach  p.  16  die 
Formel 

(33)  (2 hv  ± 1)T=  h^iS=  0, 

wobei  T , bez.  S , die  Schwingungsdauer  des  Pendels,  bez.  der 
Scheibe,  v die  Anzahl  der  Pendelschwingungen,  die  in  ungefähr 
derselben  Zeit  wie  /x  Scheibenschwingungen  stattfinden , be- 
zeichnet; h bezeichnet  eine  so  gewählte  Grösse,  dass  hv  + 1 
Pendelschwingungen  mit  h [i  Scheibenschwingungen  innerhalb 
der  Beobachtungsfehlergrenzen  genau  übereinstimmen;  0,  die 
Coincidenzdauer,  wird  durch  die  Gleichung  (33)  definirt.  Bei 
meinen  Beobachtungen  hatte  ^ immer  den  Wert  1;  v war  ent- 
weder 1,  2 oder  3. 

Eine  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  genaue  Coincidenz 
der  Scheibe  und  des  Pendels  kam  nur  selten  in  der  Lage 
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vor,  worauf  das  Teleskop  eingestellt  war.  Ich  habe  also  nur 
den  Zeitpunkt  beobachtet,  'wobei  das  Blechstück  und  der 
Cylinder  beinahe  gleichzeitig  bei  dem  Loch  vorbeigingen,  und 
die  Abweichung  von  einer  genauen  Coincidenz  durch  Beob- 
achtung einer  Reihe  angenäherter  Coincidenzen  geschätzt.  Dies 
kommt  darauf  hinaus,  dass  2 h nicht  mehr  als  eine  ganze, 
sondern  als  eine  gebrochene  Zahl  genommen  wird.  Die  Be- 
stimmung des  Zeitpunktes  der  angenäherten  Coincidenz  ge- 
schah mittels  einer  Stopuhr,  die  sogleich  mit  einer  gewöhn- 
lichen, mit  Secundenzeiger  versehenen  Uhr  verglichen  wurde. 
Bei  jeder  Coincidenz  wurde  die  Schwingungsamplitude  der 
Scheibe  abgelesen.  Es  gilt  nach  dem  im  vorletzten  Paragraph 
Gesagten  für  das  Zeitintervall  0 zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Coincidenzen  die  Gleichung 

(34)  0«-0o  + M, 

wobei  A die  Amplitude  ist,  die  als  mittlere  Amplitude  während 
0 genommen  werden  kann,  b eine  Constante,  und  0O  das  Zeit- 
intervall zwischen  zwei  Coincidenzen  hei  verschwindend  kleiner 
Amplitude  bezeichnet.  Letztere  ist  die  Grösse,  aus  der  sich 
die  Schwingungsdauer  der  Scheibe  zur  Berechnung  der  Cön- 
stanten  der  Torsion selasticität  ergiebt. 

Für  jeden  Draht  habe  ich  die  Schwingungsdauer  bei  fünf 
verschiedenen  Belastungen  untersucht,  und  zwar  habe  ich  mit 
der  kleinsten  angefangen  und  der  Reihe  nach  bei  jeder  anderen 
Belastung  bis  zur  grössten  beobachtet;  dann  habe  ich  eine  Reihe 
Beobachtungen  von  der  grössten  bis  zur  kleinsten  Belastung 
gemacht,  sodann  wieder  eine  Reihe  von  der  kleinsten  bis  zur 
grössten.  Es  wurden  also  für  jeden  Draht  drei  Reihen  Beob- 
achtungen angestellt.  Bei  jeder  Belastung  wurde  gewöhnlich 
eine  Reihe  von  zehn  Coincidenzen  beobachtet,  bei  denjenigen 
Drähten  aber,  die  ausserordentlich  rasch  abnehmende  Ampli- 
tuden ergaben,  habe  ich  'mich  mit  der  Beobachtung  von 
sieben  Coincidenzen  begnügen  müssen;  bei  anderen  Drähten 
ist  es  dagegen  nötig  gewesen,  15  bis  20  Coincidenzen  zu  be- 
stimmen, um  die  Abhängigkeit  von  der  Amplitude  deutlich 
beobachten  zu  können.  Ich  habe  also  gewöhnlich  bei  jeder 
Belastung  30  Coincidenzbestimmungen  gemacht.  Gleichungen 
von  der  Form  (34)  wurden  aufgestellt  und  nach  der  Methode 

2* 
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der  kleinsten  Quadrate  ausgerechnet.  Aus  den  so  gefundenen 
Werten  von  0O  für  jede  Belastung  ergeben  sich  nach  (33)  die 
Schwingungsdauern  S0  der  Scheibe  für  unendlich  kleine  Ampli- 
tuden, wenn  man  die  Periode  T des  Pendels  kennt,  die  sich 
leicht  direct  bestimmen  lässt.  Für  die  eigentliche  Aufgabe 
dieser  Arbeit  kommt  der  absolute  Wert  von  S allerdings 
nicht  in  Betracht,  sondern  nur  die  Aenderung  seines  Wertes 
bei  verschiedenen  Belastungen,  und  diese  ergieht  sich  auch 
ohne  Kenntnis  von  T,  wenn  nur  dessen  Grösse  constant  ge- 
halten wird.  Aber  der  absolute  Wert  der  Torsionsconstante  m 
hat  doch  auch  ein  gewisses  Interesse,  und  dieser  berechnet 
sich  aus  der  Schwingungsdauer  8 der  Scheibe  und  dem  Träg- 
heitsmoment K der  Scheibe  und  des  Drahtes  zu 


(35) 


m = 


2nK 

£2 


wobei  l die  Länge  des  Drahtes,  r sein  Halbmesser  ist. 

Was  die  Aenderungen  von  m mit  der  Belastung  betrifft, 
so  folgt  aus  (34),  wenn  die  sich  auf  einen  Anfangszustand  be- 
ziehenden Grössen  mit  dem  Index  0 bezeichnet  werden, 


(36) 


m S%  l 

m0  ~~  S*  ' l0  ' r4 


oder 


Die  Grösse  (///0)  wurde  durch  directe  Bestimmung  der 
Längsdehnung  erhalten.  Eine  Nadel  wurde  an  dem  Hebel  b 
(Fig.  1)  dicht  bei  dem  Drahte  befestigt  und  ihre  Senkung  hei 
Belastung  des  Drahtes  mittels  eines  mit  Schraubenmikrometer 
versehenen  Mikroskopes  gemessen.  Der  Wert  einer  Um- 
drehung der  Schraube  wurde  durch  Vergleich  mit  einem  ge- 
nauen Millimetermaassstab  bestimmt.  Die  Bestimmung  des 
Verhältnisses  r0/r  war  Gegenstand  einer  besonderen  Neben- 
arbeit, die  unten  beschrieben  werden  wird.  ///0  und  r0/r 
unterscheiden  sich  nur  wenig  von  Eins;  wir  wollen  also  an- 
nehmen, dass  sie  innerhalb  der  Fehlergrenzen  meiner  Beob- 
achtungen dem  Hooke’schen  Gesetz  folgen,  und  die  höheren, 
von  J.  0.  Thomson  untersuchten  Glieder  nicht  in  Betracht 
ziehen. 

l/l0  und  r0jr  gleich  1 zu  setzen,  würde  eine  Vernach- 
lässigung der  Deformationsgrössen  neben  Eins  involviren.  Ein 
solches  Verfahren  ist,  wie  schon  p.  9 bemerkt,  hei  der  Ge- 
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nauigkeit  meiner  Beobachtungen  nicht  zulässig;  denn  der  Ein- 
fluss der  Deformation  auf  die  Schwingungsdauer  ist  von  der- 
selben Grössenordnung,  wie  derjenige  der  Aenderung  des  Para- 
meters m. 

8.  Resultate  der  Versuche. 

Die  bei  den  Beobachtungen  erhaltenen  Resultate  sind 
in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellt,  deren  Ein- 
richtung wohl  keiner  Erklärung  bedarf. 


Substanz 

Durchmesser 
des  Drahtes 

Belastung 

Belastung 
pro  mm2 

Relativer  Torsionswiderstand 

m0 

Ungefährer 
absoluter 
Wert  m0  des 
Torsions- 
widerstandes 

ohne  Berück- 
sichtigung der 
Deformation 

unter  Berücksichtigung 
der  Deformation 

beob. 

ber. 

nach  (31) 

mm 

kg 

kg 

2 

5,43 

1,00570 

1,00364 

1,00362 

5 

13,57 

1,00348 

1,00219 

1,00243 

Stahl 

0,685 

10 

27,14 

1,00000 

1,00000 

0,99979 

• 7,520  X1011 

15 

40,71 

0,99478 

0,99608 

0,99633 

18 

48,85 

0,99178 

0,99386 

0,99386 

10 

12,73 

1,00357 

1,00242 

1,00247 

15 

19,10 

1,00178 

1,00120 

1,00129 

Stahl 

1,000 

20 

25,46 

1,00000 

1,00000 

0,99997 

• 8,077  X1011 

24,7 

31,45 

0,99843 

0,99897 

0,99886 

29,4 

37,43 

0,99663 

0,99772 

0,99780 

10 

6,45 

1,00194 

1,00134 

1,00142 

15 

9,68 

1,00089 

1,00059 

1,00059 

Stahl 

1,405 

20 

12,91 

1,00000 

1,00000 

0,99993 

8,030  X1011 

24,7 

15,95 

0,99920 

0,99949 

0,99940 

29,4 

18,98 

0,99837 

0,99894 

0,99902 

3 

4,90 

1,00298 

1,00173 

1,00213 

■ 

6 

9,80 

1,00248 

1,00185 

1,00131 

Eisen 

0,883 

9 

14,70 

1,00000 

1,00000 

0,99983 

5,671  X1011 

12 

19,60 

0,99708 

0,99771 

0,99820 

15 

24,49 

0,99478 

0,99600 

0,99589 

5 

4,50. 

1,00202 

1,00126 

1,00126 

10 

8,99 

1,00106 

1,00058 

1,00065 

Eisen 

1,190. 

15 

13,49 

1,00000 

1,00000 

0,99998 

6,372  xlO11 

20 

17,99 

0,99885 

0,99932 

0,99928 

25 

22,48 

0,99764 

0,99859 

0,99856 
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Substanz 

Durchmesser 
des  Drahtes 

Belastung 

Belastung 
pro  mm2 

Relativer  Torsionswiderstand  — 

m0 

Ungefährer 
absoluter 
Wert  m0  des 
Torsions- 
widerstandes 

ohne  Berück- 
sichtigung der 
Deformation 

unter  Berücksichtigung 
der  Deformation 

beob. 

ber. 

nach  (31) 

mm 

kg 

kg 

10 

5,11 

1,00141 

1,00088 

1,00090 

15 

7,67 

1,00090 

1,00063 

1,00057 

Eisen 

1,578] 

20 

10,23 

1,00000 

1,00000 

1,00026 

- 6,732  X1011 

24,7 

12,63 

1,00017 

1,00042 

0,99996 

29,4 

15,03 

0,99914 

0,99963 

0,99971 

2 

2,84 

1,00608 

1,00490 

1,00501 

4 

5,68 

1,00459 

1,00400 

1,00340 

Kupfer 

0,947| 

6 

8,51 

1,00000 

1,00000 

1,00060 

• 7,057  X10U 

8 

11,35 

0,99600 

0,99659 

0,99651 

10 

14,19 

0,98939 

0,99058 

0,99072 

2 

1,32 

1,00101 

0,99997 

1,00000 

5 

3,30 

1,00092 

1,00027 

1,00030 

Kupfer 

1,390- 

10 

6,59 

1,00000 

1,00000 

0,99986 

6,139  X1011 

15 

9,89 

0,99738 

0,99803 

0,99824 

18 

11,86 

0,99586 

0,99680 

0,99669 

10 

4,24 

1,00338 

1,00252 

1,00122 

15 

6,37 

1,00120 

1,00077 

1,00120 

Kupfer 

1,728 

20 

8,49 

1,00000 

1,00000 

1,00050 

• 5,342  X1011 

25 

10,61 

0,99711 

0,99753 

0,99891 

30 

12,73 

0,99674 

0,99760 

0,99651 

2 

3,81 

0,99756 

0,99581 

0,99504 

5 

9,52 

0,99694 

0,99585 

0,99610 

Nickel 

0,818- 

10 

19,04 

1,00000 

1,00000 

1,00000 

8,952  X1011 

15 

28,56 

1,00626 

1,00735 

1,00644 

18 

34,29 

1,00880 

1,01054 

1,01130 

2 

2,74 

0,99640 

0,99513 

0,99489 

5 

6,86 

0,99728 

0,99649 

0,99685 

Nickel 

0,963- 

10 

13,73 

1,00000 

1,00000 

1,00004 

- 9,026  XlO11 

15 

20,59 

1,00273 

1,00352 

1,00309 

18 

24,71 

1,00337 

1,00463 

1,00487 

. 

10 

5,73 

0,99790 

0,99734 

0,99688 

15 

8,60 

0,99850 

0,99822 

0,99862 

Nickel 

1,490 

20 

11,47 

1,00000 

1,00000 

1,00014 

5,518  XlO11 

25 

14,34 

1,00106 

1,00134 

1,00147 

30 

17,20 

1,00222 

1,00278 

1,00258 
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Substanz 

Durchmesser 
des  Drahtes 

Belastung 

Belastung 
pro  mm2 

Relativer  r 
ohne  Berück- 

n nfi  rrii nnrn  ov 

rorsionswiderstand  — 

m0 

unter  Berücksichtigung 
der  Deformation 

SlC/IlllgUDg  lief 

Deformation 

beob. 

ber. 

hach  (31) 

mm 

kg 

kg 

2 

4,11 

1,00633 

1,00384 

1,00417 

5 

10,28 

1,00294 

1,00169 

1,00173 

Messing 

0,787] 

8 

16,44 

1,00000 

1,00000 

0,99917 

11 

22,61 

0,99448 

0,99573 

0,99641 

14 

28,77 

0,99107 

0,99353 

0,99343 

2 

2,87 

1,00202 

1,00110 

1,00111 

4 

5,74 

1,00026 

1,99980 

1,00050 

Messing 

0,943 

6 

8,61 

1,00000 

1,00000 

0,99993 

8 

11,48 

0,99901 

0,99948 

0,99933 

10 

14,35 

0,99759 

0,99852 

0,99870 

7 

3,97 

1,00148 

1,00057 

1,00058 

10 

5,67 

1,00094 

1,00037 

1,00038 

Messing 

1,498 

15 

8,51 

1,00000 

1,00000 

0,99999 

20 

11,35 

0,99894 

0,99951 

0,99953 

22,8 

12,94 

0,99838 

0,99926 

0,99925 

2 

4,03 

1,01191 

1,00946 

1,00943 

5 

10,07 

1,00712 

1,00559 

1,00571 

Nickelin 

0,795- 

10 

20,14 

1,00000 

1,00000 

0,99987 

15 

30,21 

0,99290 

0,99444 

0,99449 

18 

36,24 

0,98900 

0,99146 

0,99147 

2 

2,66 

1,00574 

1,00410 

1,00426 

5 

6,65 

1,00402 

1,00300 

1,00270 

Nickelin 

0,978 

10 

13,31 

1,00000 

1,00000 

0,99998 

15 

19,96 

0,99574 

0,99677 

0,99711 

18 

23,96 

0,99391 

0,99554 

0,99531 

10 

6,52 

1,00249 

1,00144 

1,00140 

15 

9,78 

1,00116 

1,00063 

1,00071 

Nickelin 

1,397 

20 

13,05 

1,00000 

1,00000 

1,00011 

25 

16,31 

0,99937 

0,99989 

0,99961 

30 

19,57 

0,99802 

0,99908 

0,99921 

2 

2,53 

1,00559 

1,00417 

1,00417 

5 

6,33 

1,00360 

1,00271 

1,00270 

Neusilber 

1,005 

10 

12,67 

1,00000 

1,00000 

0,99999 

15 

19,00 

0,99601 

0,99690 

0,99694 

18 

22,81 

0,99358 

0,99500 

0,99496 

Ungefährer 
absoluter 
Wert  m0  des 
Torsions- 
widerstandes 


3,688x10“ 


3,855X10“ 


3,804  X 10“ 


5,921x10“ 


6,166x10“ 


6,573x10“ 


7,451  X 10“ 
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Substanz 

Durchmesser 
des  Drahtes 

Belastung 

Belastung 
pro  mm2 

Relativer  Torsionswiderstand  — 

m0 

Ungefährer 
absoluter 
Wert  m0  des 
Torsions- 
widerstandes 

ohne  Berück- 
sichtigung der 
Deformation 

unter  Berücksichtigung 
der  Deformation 

beob. 

ber. 

nach  (31) 

mm 

kg 

kg 

10 

5,02 

1,001604 

1,000526 

1,000522 

15 

7,53 

1,000772 

1,000232 

1,000245 

Neusilber 

1,592< 

20 

10,05 

, 1,000000 

1,000000 

0,999986 

• 6,584  xlO11 

25 

12,56 

0,999196 

0,999736 

0,999742 

30 

15,07 

0,998438 

0,999516 

0,999515 

2 

2,57 

1,00459 

1,00318 

1,00320 

5 

6,42 

1,00326 

1,00280 

1,00310 

Messing 

0,996- 

10 

12,84 

1,00000 

1,00000 

0,99943 

• 3,804  xlO11 

(rot) 

15 

19,26 

0,98983  , 

0,99126 

0,99140 

■ 

18 

23,11 

9,98190 

0,98445 

0,98460 

- 

2 

2,82 

1,00571 

1,00451 

1,00437 

4 

5,65 

1,00223 

1,00158 

1,00196 

Bronze 

0,902i 

6 

8,47 

1,00000 

1,00000 

0,99972 

9,077  XlO11 

8 

11,30 

0,99702 

0,99762 

0,99762 

10 

14,12 

0,99445 

0,99565 

0,99570 

Aus  diesen  Resultaten  ergeben  sich  folgende  Werte  der 
Constanten  ß und  y der  Gleichung  (31).  Ich  habe  als  Einheit 
der  Spannung  ein  Kilogrammgewicht  pro  Quadratmillimeter 
genommen. 


Substanz 

Dicke  des  Drahtes 

ß 

7 

[ 

0,685  mm 

*-0,000104 

-0,00000222 

Stahl  l 

1,000 

-0,000218 

+ 0.00000061 

\ 

1,405 

-0,000367 

+ 0,00000698 

( 

0,883 

+ 0,000011 

-0,00001050 

Eisen 

1,190 

-0,000127 

-0,00000070 

1 

1,578 

-0,000149 

+ 0,00000134 

f 

0,947 

+ 0,000168 

-0,0000843 

Kupfer  < 

1,390 

+ 0,000406 

-0,0000545 

1 

1,728 

+ 0,001042 

— 0,000089ü 
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Substanz 

Dicke  des  Drahtes 

ß 

r 

[ 

0,818  mm 

+ 0,000022 

+ 0,0000135 

Nickel  { 

0,963 

+ 0,000493 

-0,0000013 

1 

1,490 

+ 0,000788 

-0,0000126 

[ 

0,787 

-0,000339 

-0,00000275 

Messing  < 

0,943 

-0,000360 

-0,00000999 

l 

1,498 

-0,000083 

-0,00000383 

( 

0,795 

-0,000639 

+ 0,00000220 

Nickelin  < 

0,978 

-0,000371 

-0,00000175 

1 

1,397 

-0,000285 

+ 0,00000449 

Neusilber  j 

1,005 

1,592 

-0,000305 

-0,000126 

-0,00000407 
+ 0,00000131 

Messing  (rot) 

0,996 

+ 0,000439 

-0,0000524 

Bronze 

0,902 

-0,001961 

+ 0,0000397 

9.  Genauigkeit  der  Resultate. 

Die  beobachteten  Grössen,  aus  denen  0O  zu  bestimmen 
ist,  sind  die  Zeitpunkte  der  einzelnen  Coincidenzen  und  die 
Scbwingungsamplituden  der  Scheibe.  Ich  schätze  den  mittleren 
Fehler  der  ersteren  auf  0,2 — 0,4  sec,  denjenigen  der  letzteren 
auf  1°.  Dies  giebt  einen  Fehler  von  0O,  der  zwischen  0,04 
und  0,07  sec  liegt. 

Bezeichnen  wir  den  Fehler  von  0O  mit  F , so  ist  der 
Fehler  von  h in  (33)  gleich  F/  fiS.  Der  Wert  von  S ist 


sein  Fehler  ist  also 


oder 


h V + 1 rp 

~hfl  ’ 

F dS 
fi  S d k 


hfi.v  — (hv  ± 1 ) . fi 
ihfif 


T, 


wenn  wir  den  Fehler  von  1 nicht  beachten,  da  es  sich  nur 
um  relative  Werte  von  8 handelt,  die  alle  aus  demselben 
Wert  von  1 berechnet  sind.  Der  letzte  Ausdruck  reducirt 
sich  auf 


F vT 
h fi  fi  S 
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die  relativen  Werte  von  S in  Bezug  auf  einen  Anfangswert  Sa 
haben  also  den  Fehler 


Dies  giebt  für  den  mittleren  Fehler  von  S für  die  verschiedenen 
F , 0O,  vT  und  [iS  Werte,  die  zwischen  0,000005  und  0,000040 
liegen;  der  wahrscheinliche  Fehler  beträgt  2/3  hiervon,  liegt 
also  zwischen  0,000003  und  0,000027.  Die  relativen  Torsions- 
widerstände bestimmen  sich  aus  den  Quadraten  der  Schwin- 
gungsdauern und  sollten  also  Fehler  zwischen  0,000006  und 
0,000054  haben.  Die  Fehler  von  l/l0  und  r0/ 1 kommen  hier 
nicht  in  Betracht. 

10.  Discussion  der  Resultate. 

Die  aus  meinen  Beobachtungen  abgeleiteten  Werte  von  ß 
und  y zeigen  eine  grosse  Abhängigkeit  von  dem  Querschnitt 
des  Drahtes.  Dieser  Umstand  muss  daher  rühren,  dass  die 
Drähte  nicht  homogen  sind.  Es  ist  eine  bekannte  Thatsache, 
dass  die  Oberflächen  von  Metallen  bei  der  Bearbeitung  eine 
andere  Beschaffenheit  erhalten,  wie  das  Innere.  Die  Ober- 
fläche muss  ausserdem  anders  sein,  wie  das  Innere,  weil  sie 
Wasser  und  Luftgase  ahsorbirt,  und  weil  chemische  Verun- 
reinigungen Vorkommen.  Ich  habe  aber  die  letzte  Ursache 
so  weit  wie  möglich  vermieden,  indem  ich  die  Oberfläche  des 
Drahtes  nach  dem  Ausglühen  mit  Schmirgelpapier  reinigte. 
Da  die  Oberflächen  Schicht  einen  grösseren  Einfluss  auf  einen 
dünnen  Draht , wie  auf  einen  dicken  haben  muss , so  ist  zu 
erwarten,  dass  sich  die  verschieden  dicken  Drähte  in  Betreff 
der  Elasticität  verschieden  verhalten.  Die  Drähte,  mit  denen 
ich  gearbeitet  habe,  ergaben  verschiedene  Werte  des  Torsions- 
widerstandes für  dieselbe  Substanz  und  verschiedene  Drahtdicken. 
Es  ist  also  zu  erwarten,  dass  ß und  y auch  von  der  Draht- 
dicke beeinflusst  werden,  was  sich  in  der  That  gezeigt  hat. 

Die  gefundenen  Werte  von ß und  /sind  also  nicht  als  allgemein 
gültige  Constante  für  die  betreffende  Substanz  zu  betrachten, 
sondern  nur  als  Constante,  die  das  Verhalten  des  betreffenden 
Drahtes  angeben.  Wenn  die  Dicke  des  Drahtes  grösser  wird, 
nähern  sie  sich  immer  mehr  den  allgemeinen  Constanten.  Wir 
können  also  durch  Betrachtung  des  Verlaufes  der  oben  an- 
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gegebenen  ß und  y bei  wachsender  Drahtdicke  gewisse  Schlüsse 
über  die  allgemeinen  Constanten  ziehen,  die  qualitativ  (was 
das  Vorzeichen  angeht)  ziemlich  vertrauenswürdig  sein  dürften. 
Quantitative  Annäherungen  der  Werte  von  ß und  y kann  man 
aus  meinen  Beobachtungen  kaum  ziehen,  da  die  Reihe  ver- 
schiedener Drahtdicken  immerhin  eine  kurze  war.  Es  ergiebt  sich : 


Stahl 

ß negativ 

y positiv 

Eisen 

ß „ 

Y » 

Kupfer 

ß positiv 

y negativ 

Nickel 

ß „ 

r » 

Messing 

ß negativ 

r v 

Nickelin 

ß ,, 

y positiv 

Neusilber 

ß „ 

Y » 

Rotes  Messing 

ß positiv 

y negativ 

Bronze 

ß negativ 

y positiv 

Die  Abhängigkeit  der  Torsionselasticität  von  der  Längs- 
dehnung kann  nach  den  jetzt  bekannten  Methoden  nur  innerhalb 
ziemlich  enger  Grenzen  untersucht  werden.  Wir  dürfen  auf 
der  einen  Seite  die  Elasticitätsgrenze  bei  unserer  Längsdehnung 
nicht  überschreiten;  auf  der  anderen  Seite  würden  wir  Schwierig- 
keiten begegnen,  wenn  wir  negative  Dehnungen  anbringen 
wollten,  denn  wir  würden  mit  dicken  Stäben  operiren  müssen, 
bei  denen  eine  gleichmässige  Kraftverteilung  auf  den  Boden- 
flächen fast  unerreichbar  ist.  Zwischen  diesen  Grenzen  zeigt 
meine  Untersuchung,  dass  das  Gesetz  m = a-\-ßP-{-yP2  inner- 
halb der  Fehlergrenzen  gültig  ist,  und  dass  die  verschiedenen 
Metalle  sich  folgendermaassen  verhalten: 

Stahl  hat  ein  negatives  ß und  ein  positives  y.  Doch  ist 
y so  klein,  dass  ß allein  für  das  Verhalten  von  Stahl  maass- 
gebend ist.  Sein  Torsionswiderstand  nimmt  also  mit  wachsen- 
der Spannung  ab. 

Eisen  hat  auch  ein*  negatives  ß und  ein  sehr  kleines  posi- 
tives y,  sodass  der  Torsionswiderstand  bei  ihm  ebenso,  wie  bei 
Stahl,  mit  wachsender  Spannung  abnimmt. 

Kupfer  hat  ein  positives,  ß und  negatives  y,  welch  letzteres 
gross  genug  ist,  das  Verhalten  des  Kupfers  schon  bei  ziemlich 
geringen  Spannungen  zu  beherrschen.  Der  Torsionswiderstand 
des  Kupfers  nimmt  mit  wachsender  Spannung  zuerst  ein  wenig  zu, 
alsdann  ziemlich  rasch  ab.  Die  Curve  des  Torsionswiderstandes 
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besitzt  ein  Maximum  bei  ungefähr  6 kg  Gewicht  pro  Quadrat- 
millimeter. 

Nickel  hat  ein  positives  ß und  ein  sehr  kleines  negatives  y. 
Sein  Torsionswiderstand  nimmt  also  bei  wachsender  Spannung 
zu,  wie  es  auch  Cantone  und  Michelucci1)  gefunden  haben. 
Nickel  ist  die  einzige  von  mir  untersuchte  Substanz,  die  diese 
Eigenschaft  bis  zur  Elasticitätsgrenze  zeigt. 

Für  Messing  scheint  ß sehr  nahe  bei  Null  zu  liegen;  y hat 
aber  einen  negativen  Wert,  sodass  der  Torsions  widerstand  bei 
wachsender  Spannung  abnimmt.  Dies  bezieht  sich  auf  eine 
gelbe , wenig  Kupfer  enthaltende  Legirung.  Ich  habe  auch 
einen  einzigen  Draht  aus  einem  stark  kupferhaltigen  Messing 
untersucht,  und  gefunden,  dass  er  sich  ganz  wie  ein  Kupfer- 
draht verhält. 

Nickelin  hat  ein  negatives  ß und  ein  sehr  kleines  posi- 
tives y,  sodass  sein  Torsionswiderstand  mit  wachsender  Span- 
nung abnimmt. 

Bei  Neusilber • ist  ß negativ,  y positiv  und  klein,  der  Tor- 
sionswiderstand nimmt  also,  jedenfalls  bei  kleineren  Span- 
nungen, mit  wachsender  Spannung  ab. 

Für  Bronze  habe  ich  nur  einen  einzigen  Draht  untersucht, 
sodass  kein  Schluss  über  die  allgemeinen  Constanten  für  Bronze 
zu  ziehen  ist.  Der  Torsionswiderstand  des  einzigen  Drahtes 
nahm  mit  wachsender  Spannung  ab. 

11.  Zusammenfassung  der  Resultate. 

Diese  Untersuchung  zeigt  also: 

1.  dass  eine  Abhängigkeit  der  Torsionsconstante,  bez.  des 
specifischen  Torsionswiderstandes  m von  der  Spannung,  die  unter 
Berücksichtigung  der  höheren  Glieder  in  dem  elastischen  Po- 
tential zu  erwarten  ist,  wirklich  vorkommt; 

2.  dass  diese  Abhängigkeit  innerhalb  der  Fehlergrenzen 
der  Experimente  dem  Gesetze  m = cc-\-ßP-\-yP2  folgt,  wo 
m die  Constante  der  Torsionselasticität , P die  Spannung  und 
a,  ß,  y Constanten  sind; 

3.  dass  wegen  der  Inhomogenität  der  Substanz  der  Drähte 
keine  quantitativen  Schlüsse  über  für  die  Substanz  allgemein 

1)  M.  Cantone  u.  E.  Michelucci,  Eend.  Line.  (5)  6.  p.  191  bis 

198.  1897. 


29 


gültige  Constanten  oc,  ß,  y aus  Beobachtungen  eines  einzigen 
dünnen  Drahtes  zu  ziehen  sind,  die  dabei  erhaltenen  Werte 
von  a,  ß,  y vielmehr  nur  das  Verhalten  des  betreffenden 
Drahtes  darstellen; 

4.  dass  es  aber  trotzdem  möglich  ist,  durch  Beobachtungen 
einer  Reihe  verschieden  dicker  Drähte  von  derselben  Substanz 
den  Einfluss  der  Inhomogenität  näherungsweise  zu  eliminiren 
und  eine  ungefähre  Kenntnis  der  allgemeinen  Constanten  a , ß,  y 
zu  erlangen.  Es  zeigt  sich  so,  dass  der  Torsionswiderstand 
bei  Stahl,  Eisen,  Nickelin,  Neusilber  und  nicht  zu  kupfer- 
haltigem Messing  mit  wachsender  Spannung  abnimmt;  dass 
er  bei  Kupfer  erst  zunimmt  und  nachher  abnimmt,  dass  er 
bei  Nickel  stets  zunimmt.  Dies  gilt  zwischen  der  Spannung 
Null  und  der  Elasticiätsgrenze. 

Nebenarbeit. 

Bestimmung  der  Quercontraction  gedehnter  Drähte. 

1.  Historisch. 

Bestimmungen  des  Verhältnisses  zwischen  Längsdilatation 
und  Quercontraction  gedehnter  Cylinder,  des  kurz  sogenannten 
Poisson’schen  Verhältnisses,  sind  auf  sehr  viele  verschiedene 
Arten  gemacht  worden.  Die  erste  Beobachtung  der  Quer- 
contraction wurde  von  Ca  gniard  de  laTour1)  angestellt,  indem 
er  einen  Draht  in  einem  engen,  mit  Wasser  gefüllten  Rohre 
dehnte  und  die  Senkung  des  Wasserniveaus  bei  bekannter 
Längsdehnung  des  Drahtes  maass.  Franz  Neumann  hat 
eine  ähnliche  Methode  benutzt;  er  gebrauchte  aber  ein  ge- 
schlossenes Rohr,  das  in  Verbindung  mit  einem  Capillarrohr 
stand.  Die  Aenderung  der  Wasserhöhe  im  Capillarrohr  gab 
das  notwendige  Mittel  zur  Bestimmung  der  Volumenänderung 
des  Drahtes. 

Wertheim2)  hat  wichtige  Untersuchungen  über  die  Quer- 
contraction angestellt.  'Er  hat  sich  eines  Hohlcylinders  be- 
dient, der  an  beiden  Enden  geschlossen  werden  konnte  und 
ein  Capillarrohr  an  der  Seite  besass.  Dieser  wurde  mit  Wasser 
gefüllt  und  dann  gedehnt;  durch  eine  Messung  seiner  Vo- 

ll Cagniard  de  la  Tour,  Ann.  Chiin.  Phys.  36.  p.  384.  1827. 

2)  G.  Wertheim,  Arm.  Chim.  Phys.  12.  p.  598.  1844;  23.  p.  52. 
1848;  Pogg.  Aun.  78.  p.  381.  1849. 
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lumenänderung  und  Längsdehnung  konnte  man  das  Poisson’- 
sche  Verhältnis  bestimmen. 

Dieses  Verhältnis  hat  nach  der  Theorie  für  einen  isotropen 
Körper  den  Wert  c2 / (cx  + c2),  wo  c17  bez.  c2,  die  erste,  hez. 
zweite  Elasticitätsconstante  ist.  Wenn  man  also  die  zwei 
Constanten  auf  irgend  eine  Weise  gefunden  hat,  so  kann  man 
das  Verhältnis  leicht  berechnen.  Um  die  zwei  Constanten  zu 
diesem  Zwecke  zu  bestimmen,  haben  sich  Kohlrausch  und 
Loomis  1),  sowie  Baumeister2)  der  Messung  der  Dehnung  und 
der  Torsion  bedient;  Voigt3),  Kirchhoff4)  und  Okatow5) 
haben  Biegung  und  Torsion  benutzt;  Amagat6)  hat  cubische 
Dilatation  mit  anderen  Deformationen  verglichen.  Schneebeli7) 
hat  die  Schnelligkeit  von  Torsions-  und  Längsschwingungen 
eines  und  desselben  Metallstabes  mit  einander  verglichen. 

A.  Cornu8)  hat  eine  höchst  geistreiche  Methode  an- 
gewendet. Auf  einen  Streifen  Spiegelglas,  welcher  an  zwei 
Stellen  unterstützt  und  durch  ein  Paar  an  seinen  Enden 
hängende  Gewichte  leicht  gebogen  wurde,  wurde  eine  zweite 
Spiegelplatte  gelegt.  Interferenzstreifen  entstanden;  dieselben 
hatten  die  Form  von  Hyperbeln,  und  es  lässt  sich  beweisen, 
dass  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  den  Asymptoten  dieser 
Hyperbeln  und  der  Längsaxe  des  Stabes  gleich  dem  Poisson’- 
schen  V erhältnis  ist.  Diese  Methode  hat  neuerdings  Straubei9) 
benutzt. 

Andere  Bestimmungen  sind  von  Mallock10)  durch  unmittel- 
bare mikroskopische  Messung  der  Entfernungen  markirter  Punkte 
auf  der  Oberfläche  eines  gebogenen  Stabes  gemacht  worden. 

Röntgen11)  hat  das  Poissonsche  Verhältnis  von  Kaut- 
schuk bestimmt,  indem  er  ein  rechtwinkliges  Prisma  dehnte 

1)  F.  Kohlrausch  u.  H.  Loomis,  Pogg.  Ann.  141.  p.  502.  1870. 

2)  E.  Baumeister,  Wied.  Ann.  18.  p.  578.  1883. 

3)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  15.  p.  497.  1882. 

4)  G.  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  108.  p.  369.  1859. 

5)  M.  Okatow,  Pogg.  Ann.  119.  p.  11.  1863. 

6)  E.  H.  Amagat,  Compt.  rend.  21.  Juli  1884. 

7)  H.  Schneebeli,  Pogg.  Ann.  140.  p.  589,  1870. 

8)  A.  Cornu,  Compt.  rend.  69.  p.  333.  1869. 

9)  R.  Straubei, 

10)  A.  Mallock,  Proc.  Roy.  Soc.  29.  p.  157.  1879. 

11)  W.  C.  Röntgen,  Pogg.  Ann.  159.  p.  601.  1876. 
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und  dann  einen  Kreis  auf  einer  der  Seitenflächen  zeichnete. 
Nach  Entfernung  der  dehnenden  Kraft  ging  der  Kreis  in  eine 
Ellipse  über;  durch  Vergleichung  ihrer  Axen  konnte  man  das 
Verhältnis  der  Quercontraction  zu  der  Längsdehnung  ermitteln. 

Nach  dem  Vorschlag  von  Voigt  habe  ich  versucht,  die  seit- 
liche Zusammenziehung  von  Drähten  mittels  Interferenzstreifen 
direct  zu  beobachten.  Einen  ähnlichen  Versuch  haben  schon 
Stromeyer  und  Kennedy1)  gemacht.  Sie  haben  mit  dicken 
Stäben  (Durchmesser  bis  30  mm)  und  entsprechend  grossen 
dehnenden  Kräften  operirt;  zwei  Platten  pp  (Fig.  3)  wurden 
von  beiden  Seiten  durch  Federn  ff  gegen  den  Stab  8 gepresst; 
die  eine  Platte  trug  eine  reflectirende  Oberfläche  o,  die  andere 
ein  mit  ihr  beinahe  in  Berührung 
stehendes  Totalreflexionsprisma  T. 

Homogenes  Licht  wurde  von  dem 
Prisma  gegen  die  dünne  Luftschicht 
L reflectirt;  die  entstehenden  Inter- 
ferenzstreifen wurden  wieder  von 
dem  Prisma  nach  aussen  reflectirt. 

Wenn  sich  der  Stab  zusammenzog,  so  verminderte  sich  die 
Dicke  der  Luftschicht  und  die  Interferenzstreifen  änderten 
sich.  Durch  Beobachtung  der  Anzahl  Streifen,  die  an  einem 
gegebenen  Punkte  vorbeimarschiren,  ist  die  Dickenänderung 
der  Schicht,  also  auch  die  Quercontraction  des  Stabes 
bestimmbar.  Wie  Stromeyer  und  Kennedy  bemerkten, 
haben  sich  die  Federn  ff  störend  verhalten,  sodass  es  ihnen 
erst  gelungen  ist,  befriedigende  Resultate  zu  erhalten,  nach- 
dem sie  den  oben  beschriebenen  Apparat  durch  Vergleich  mit 
einer  ,,Whitworthmillionth  measuring  machine“  calibrirt  hatten. 

2.  Apparat. 

Ich  habe  folgenden,  von  Voigt  entworfenen  Apparat  be- 
nutzt (Fig.  4).  Auf  die  ]\fessingplatten  aa  sind  abgerundete 
Stahlstücke  b b gelötet  und  gegen  den  Draht  c vermittelst  der 
F eder  d mässig  angedrückt.  Die  eine  Platte  enthält  eine  schwach 
gekrümmte  Linse  e , die  andere  ein  Rohr  f an  dessen  Ende 
sich  eine  Planplatte  g aus  Glas  befindet.  Das  Rohr  besitzt 


1)  C.  E.  Stromeyer  u.  W.  Kennedy,  Proc.  Roy.  Soc.  55. 
p.  373.  1894. 
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ein  Gewinde,  durch  welches  der  Abstand  der  Platte  von  der 
Linse  regulirt  werden  kann.  Die  hintere  Seite  der  Glasplatte 
ist  geschwärzt.  Mittels  der  Schrauben  hh  kann  man  er- 
reichen, dass  die  Platte  g der  Centralebene  der  Linse  e parallel 

steht.  Wenn  dies  ge- 
schieht, und  die  Platte 
in  die  unmittelbare  N ähe 
der  Linse  gebracht  wird, 
so  entsteht  bei  homo- 
genem Licht  ein  System 
Newton  ’ scher  Ringe. 
Wenn  sich  der  Draht  zu- 
sammenzieht, so  nähern 
sich  Linse  und  Platte, 
und  es  entstehen  neue 
Interferenzringe.  Jeder 
neue  Ring  entspricht 
einer  Näherung  von 
Platte  und  Linse  von 
einer  halben  Wellen- 
länge des  benutzten 
Lichtes,  also  von  294,5 
X 10~6  mm  bei  An- 
wendung von  Natrium- 
licht. Um  die  Zü- 
sammenziehung  des 
Drahtes  hieraus  zu  be- 
stimmen, muss  man  das 
Verhältnis  kennen,  das  angiebt,  wieviel  kleiner  die  Näherung 
der  Stücke  b ist,  als  die  Näherung  von  Linse  und  Platte.  Es  ist 
dies  natürlich  das  Verhältnis  der  Entfernungen  der  Schrau- 
ben h h von  dem  Ringcentrum  zu  der  Entfernung  der  Schrauben 
von  dem  Berührungspunkt  der  Stücke  bb  mit  dem  Drahte. 
Um  diese  Entfernungen  bestimmen  zu  können,  habe  ich  einen 
Strich  k bei  den  Schrauben,  einen  Strich  l auf  der  Linse,  und 
einen  Strich  m vor  der  Stelle,  wo  der  Draht  umgefähr  sein 
sollte,  gezeichnet  und  die  Abstände  zwischen  A,  l und  m ein  für 
allemal  gemessen.  Dann  war  es  nicht  schwierig,  den  Ab- 
stand des  Ringcentrums  von  l vermittelst  eines  mit  Schrauben- 
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messer  versehenen  Mikroskopes  zu  bestimmen;  die  Entfernung 
zwischen  m und  dem  Drahtcentrum  habe  ich  durch  die  Löcher  j j 
beobachtet  und  das  algebraische  Mittel  beider  Angaben  genommen. 

Der  zu  untersuchende  Draht  c wurde  folgendermaassen 
aufgehängt  (Fig.  5).  Auf  dem  Tisch  a wurde  der  kräftige 
Eisenbügel  b vertical  befestigt.  Der  Draht  wurde  in  dem- 
selben festgeklemmt,  wie  die  Figur  ergiebt.  Er  lief  durch 
ein  Loch  im  Tische,  und  trug  unten  mittels  eines  Hakens  d 
eine  Waagschale  mit  Gewichten  e.  Die  Stange  h,  die  den 
Haken  mit  der  Waagschale 
verbindet,  besass  ein  Loch, 
durch  welches  der  um  g 
drehbare  Hebelarm  f ging. 

Am  Ende  des  Hebelarmes 
hängt  eine  Waagschale  i, 
die  aber  vermittelst  des 
Fadens  j und  der  Kurbelt 
frei  von  dem  Hebelarm  ge- 
hoben werden  konnte.  Der 
Hebelarm  trug  auch  ein 
kleineres  Gewicht  l.  Die 
Gewichte  e und  l dienten 
nur  dem  Zwecke , den 
Draht  stets  ein  wenig  gespannt  zu  halten  (damit  er  gerade 
hängt)  und  den  Hebelarm  stets  gegen  die  Waagschale  e zu 
drücken  (damit  sein  Auflagepunkt  nicht  rutschte).  Die  Span- 
nungsänderungen , durch  welche  die  Quercontraction  hervor- 
gebracht werden  sollte,  wurden  durch  Niederlassen  und  Empor- 
heben der  mit  Gewichten  belasteten  Waagschale  i bewirkt. 
Der  Interferenzapparat  befand  sich  an  der  Stelle  m;  vor  ihm 
auf  dem  Tische  war  ein  in  der  Figur  nicht  dargestelltes 
Mikroskop  aufgestellt.  Nebenbei  stand  eine  Natriumlichtquelle, 
die  aus  einem  Bunsenbrenner  und  einem  Platindraht  mit  einer 
Natriumcarbonatperle  bestand.  Es  war  dafür  gesorgt,  dass  der 
Winkel  zwischen  dem  einfallenden  und  refiectirten  Strahl  klein 
war,  sodass  sein  Cosinus  sich  wenig  von  Eins  unterschied. 

Die  beschriebene  Vorrichtung  hat  die  obige  Gestalt  erst 
nach  mancherlei  vergeblichen  Versuchen  erhalten;  sie  arbeitete 
aber  schliesslich  durchaus  befriedigend. 
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3.  Behandlung  der  Drähte. 

Jeder  Draht  wurde,  nachdem  er  eingeklemmt  war,  unter 
leichter  Belastung  vorsichtig  ausgeglüht.  Nachher  wurde  er 
belastet,  und  zwar  etwas  stärker,  als  zur  grössten  der  zu  be- 
nutzenden Spannungen.  Er  blieb  unter  dieser  Belastung  ein 
bis  zwei  Tage. 

4.  Beobachtungsmethode. 

Nachdem  der  Apparat  so  gestellt  war,  dass  die  Newton’ - 
sehen  Interferenzringe  deutlich  sichtbar  waren,  überzeugte  ich 
mich,  dass  Linse  und  Platte  nur  sehr  nahe  aneinander,  nicht 
aber  in  Berührung  waren.  Dies  war  natürlich  der  Fall,  wenn 
die  Entstehung  neuer  Ringe  bei  wachsender  Belastung  ununter- 
brochen vor  sich  ging,  bis  zu  mehr  als  der  maximalen  Be- 
lastung, die  benutzt  werden  sollte. 

Dann  wurde  das  Fadenkreuz  des  Mikroskopes  auf  das 
Ringcentrum  eingestellt.  Es  wurde  zunächst  mittels  einer 
Mikrometerschraube  bis  zum  zehnten  Ringe  oben  geschraubt 
und  fünf  Ablesungen  des  Mikrometers  für  die  Stelle  des 
zehnten  Ringes  gemacht;  dann  wurde  bis  zum  zehnten  Ringe 
unten  geschraubt  und  hier  fünf  Ablesungen  gemacht,  schliess- 
lich wieder  nach  oben,  wo  nun  wieder  fünfmal  abgelesen 
wurde.  Die  Differenz  der  Mittelwerte  oben  und  unten  giebt 
den  Durchmesser  des  Ringes  im  Maass  der  Mikrometerschraube. 
Hierauf  wurde  der  Draht  belastet  und  die  Anzahl  der  neu 
erscheinenden  Ringe  gezählt;  dann  wurde  der  Durchmesser  des 
jetzigen  zehnten  Ringes  bestimmt.  Endlich  wurde  der  Draht 
wieder  entlastet,  der  Durchmesser  des  zehnten  Ringes  wieder 
gemessen  und  die  Differenz  zwischen  ihm  und  demjenigen  des 
neunten  und  elften  bestimmt.  Die  Differenz  zwischen  dem 
Durchmesser  des  zehnten  Ringes  ohne  und  mit  Belastung, 
dividirt  durch  die  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser  des 
zehnten  Ringes  und  demjenigen  des  ihm  nächstliegenden 
Ringes  giebt  den  Bruchteil  eines  Ringes  an,  der  zu  der  An- 
zahl neuer  Ringe  zugezählt  werden  muss,  zwecks  Berechnung 
der  Abstandsänderung  zwischen  der  Linse  und  der  Platte. 
Wenn  z.  B.  der  Durchmesser  ohne  Belastung  17,258,  mit  Be- 
lastung 17,482,  und  die  mittlere  Differenz  zwischen  den  Durch- 
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messern  des  zehnten  und  neunten,  und  des  zehnten  und  elften 
Ringes  0,905  ist,  und  drei  neue  Ringe  erschienen  sind,  so  ist 
die  Ahstandsänderung 

294,5  (3  + 17’48q  905 ^ ) • 10-6  = 956  X IO-6 mm. 

Nachdem  zwei  solche  Bestimmungen  für  verschiedene 
Stellen  des  Drahtes  gemacht  waren,  wurde  der  Draht  um  90° 
gedreht,  wieder  eingeklemmt  und  ausgeglüht  (aber  nur  ein  paar 
Stunden  unter  Maximalbelastung  hängen  gelassen)  und  wieder 
zwei  Bestimmungen  für  verschiedene  Stellen  gemacht.  So 
sind  für  jeden  Draht  wenigstens  vier  Bestimmungen  durch- 
geführt. 

Um  hieraus  das  Poisson’sche  Verhältnis  zu  berechnen, 
muss  man  1.  die  relativen  Abstände  des  Ringcentrums  und 
des  Drahtcentrums  von  der  Drehaxe  des  Interferenzapparates, 
2.  das  angebrachte  Gewicht,  3.  die  relativen  Abstände  des 
Gewichtes  und  des  Drahtes  von  der  Drehaxe  des  Hebelarmes, 
4.  die  Dicke  des  Drahtes  und  5.  die  Längsdehnung  des  Drahtes 
kennen.  Die  Bestimmung  der  erstgenannten  ist  schon  oben 
beschrieben  worden.  Das  Gewicht  und  die  Waagschale  wurden 
direct  gewogen  und  ebenso  die  erforderlichen  Abstände  von  der 
Drehaxe  des  Hebelarmes  direct  mit  einem  Millimetermaassstab 
gemessen.  Die  Dicke  des  Drahtes  wurde  durch  einen  Dicken- 
messer sechsmal  an  verschiedenen  Stellen  gemessen  und  der 
Mittelwert  genommen.  Die  Bestimmung  der  Längsdehnung 
ist  schon  vorher  beschrieben  worden. 


5.  Resultate. 

Aus  diesen  Versuchen  und  den  p.  20  beschriebenen  über 
Längsdehnung  sind  folgende  Resultate  erzielt  worden: 


Substanz 

Dicke 

des 

Drahtes 

Längs- 
dilatation 
für  1 kg 

Quer- 

contraction 
für  1 kg 

Poisson’- 

sches 

Verhältnis 

Mittelwerte 

des 

Poisson’schen 

Verhältnisses 

Stahl 

0,685  mm 

123,2x10-6 

33,96x10-6 

0,276  ) 

1,405 

28,9x10-6 

7,96x10-6 

0,275  j 

0,2755 

Kupfer 

1,390 

55,2x10-6 

18,60x10-6 

0,337  1 

» 

1,728 

36,0x10-6 

12,42x10-6 

0,345  J 

0,341 

3 


36 


Substanz 

Dicke 

des 

Drahtes 

Längs- 
dilatation 
für  1 kg 

Quer- 

contraction 
für  1 kg 

Poisson’- 

sches 

Verhältnis 

Mittelwerte 

des 

Poisson’schen 

Verhältnisses 

Eisen 

0,948  mm 

68,4x10-6 

20,13x10-6 

0,294  \ 

1,578 

24,7x10-6 

6,94x10-6 

0,282  J 

0,288 

Nickel 

0,963 

63,3x10-6 

23,71x10-6 

0,375 

>> 

1,490 

26,9x10-6 

7,29x10-6 

0,271 

Messing 

0,787 

183,6x10-6 

60,22x10-6 

0,328  1 

(gelb) 

0,331 

11 

1,498 

48,6x10-6 

16,21x10-6 

0,334  i 

Messing 

0,996  . 

105,7x10-6 

31,72x10-6 

0,300 

(rot) 

Nickelin 

0,978 

78,0x10-6 

31,65x10-6 

0,406  1 

0,403 

1,397 

40,5x10-6 

16,15x10-6 

0,399  1 

Neusilber 

1,005 

78,8x10-6 

24,70x10-6 

0,313 

1,592 

40,2x10-6 

17,24x10-6 

0,429 

Bronze 

0,902 

113,2x10-6 

46,85x10-6 

0,414 

Die  beiden  Nickeldrähte  waren  nicht  gleichartig,  was  eine 
Erklärung  für  die  nicht  übereinstimmenden  Werte  des  Poisson’- 
schen  Verhältnisses  giebt.  Ich  habe  einen  ziemlichen  Unter- 
schied in  dem  specifischen  Gewicht  der  beiden  Nickeldrähte 
gefunden;  dasselbe  gilt  auch  von  Neusilber,  wo  die  Nichtüber- 
einstimmung durch  eine  wahrscheinliche  Verschiedenheit  der 
Legirungen  erklärt  werden  könnte.  Ich  habe  die  Beobach- 
tungen natürlich  mehrere  Male  wiederholt,  aber  immer  ähn- 
liche Resultate  bekommen. 

Eine  Arbeit  von  Himstedt1)  hat  gezeigt,  dass  die  Torsion 
eines  frei  hängenden  Drahtes  sich  bei  Aenderung  der  Spannung 
verändert.  Es  ist  interessant  zu  bemerken , dass  solche  Tor- 
sionsänderungen auch  bei  einem  an  beiden  Enden  festge- 
klemmten Draht  stattfinden,  und  dies  sogar  dann,  wenn  der 
Draht  unter  Belastung  vorher  ausgeglüht  worden  war  und 
mehrere  Tage  frei  gehängt  hatte.  Den  Effect  habe  ich  nicht 
genauer,  als  bis  auf  0,1  Winkelgrad  gemessen,  da  ja  der  Zweck 
meiner  Arbeit  ein  anderer  war.  Ich’  habe  folgende  Torsions- 
änderungen beobachtet: 

1)  F.  Himstedt,  Wied.  Änn.  17.  p.  701.  1882. 


Torsionsänderung  en. 
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